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 ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΩΝ 2024 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό Βιβλίο σελ. 76 

 

Α2. Σχολικό Βιβλίο σελ. 155 

 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 216 

 

Α4.  

α) Σωστό 

β) Σωστό 

γ) Λάθος 

δ) Λάθος 

ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η συνάρτηση f ορίζεται στο 𝐷𝑓 = 𝐷𝑔⋂𝐷ℎ − {𝑥 ∈ 𝐷𝑔∩ℎ/ℎ(𝑥) = 0}. 

Λύνω για 𝑥 ≥ 1 την 

ℎ(𝑥) = 0 ⇒ √𝑥 −
1

√𝑥
= 0

⋅√𝑥
⇔ 𝑥 − 1 = 0 ⇔ 𝑥 = 1 

Επίσης 𝐷𝑔 ∩ 𝐷ℎ = [1, +∞) 

Άρα 𝐷𝑓 = (1,+∞) με 

𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
=
√𝑥 +

1

√𝑥

√𝑥 −
1

√𝑥

=

𝑥 + 1

√𝑥
𝑥 − 1

√𝑥

=
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

 

Η συνάρτηση r ορίζεται στο 𝐷𝑟 = 𝐷𝑔 ∩ 𝐷ℎ = [1,+∞) με 

𝑟(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⋅ ℎ(𝑥) = (√𝑥 +
1

√𝑥
) (√𝑥 −

1

√𝑥
) = √𝑥

2
− (

1

√𝑥
)
2

= 𝑥 −
1

𝑥
 

 

Β2. Η f παραγωγίσιμη στο (1, +∞) ως ρητή με 

𝑓′(𝑥) =
(𝑥 + 1)′ ⋅ (𝑥 − 1) − (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)′

(𝑥 − 1)2
=
𝑥 − 1 − 𝑥 − 1

(𝑥 − 1)2
= −

2

(𝑥 − 1)2
 

Είναι 𝑓′(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 > 1 οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (1, +∞), δηλαδή είναι 

1-1 οπότε αντιστρέφεται. 
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Αφού f γνησίως φθίνουσα και συνεχής τότε 

𝐷𝑓−1 = 𝑓((1,+∞)) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)) = (1, +∞) 

διότι 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

1 = 1 

και 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑥 + 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

[(𝑥 + 1) ⋅
1

𝑥 − 1
] = 2 ⋅ (+∞) = +∞ 

καθώς lim
𝑥→1+

(𝑥 − 1) = 0 και 𝑥 − 1 > 0 για 𝑥 > 1. 

 

Για 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 και 𝑦 ∈ 𝐷𝑓−1 θέτω  

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔
𝑥 + 1

𝑥 − 1
= 𝑦 ⇔ 𝑥 + 1 = 𝑥𝑦 − 𝑦 ⇔ 𝑥𝑦 − 𝑥 = 𝑦 + 1 ⇔ 

(𝑦 − 1)𝑥 = 𝑦 + 1 ⇔ 𝑥 =
𝑦 + 1

𝑦 − 1
⇔ 𝑓−1(𝑦) =

𝑦 + 1

𝑦 − 1
 

Οπότε  

𝑓−1(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
, 𝑥 > 1 

Αφού 𝐷𝑓 = 𝐷𝑓−1 και 𝑓(𝑥) = 𝑓−1(𝑥) για κάθε 𝑥 > 1 τότε οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑓−1 είναι ίσες. 

 

Β3. Η r δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες αφού είναι συνεχής στο [1, +∞). 

Εξετάζω για ασύμπτωτες στο +∞. 

Είναι 

lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 −
1
𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 1

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

1 = 1 

Άρα, 𝜆 = 1και 

lim
𝑥→+∞

(𝑟(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 −
1

𝑥
− 𝑥) = lim

𝑥→+∞
(−
1

𝑥
) = 0 

Άρα, 𝛽 = 0.  

Επομένως η r έχει πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ την 𝑦 = 𝑥. 

 

 

Β4. Για 𝑥 > 1 η εξίσωση γράφεται 

(𝑓−1𝑓(𝑥))
2
= 1 + 4𝑟(𝑥) ⇔ 𝑥2 = 1 + 4 (𝑥 −

1

𝑥
) ⇔ 𝑥2 = 1 + 4𝑥 −

4

𝑥

⋅𝑥≠0
⇔   

𝑥3 = 𝑥 + 4𝑥2 − 4 ⇔ 𝑥3 − 4𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0 ⇔ 𝑥2(𝑥 − 4) − (𝑥 − 4) = 0 ⇔ 

(𝑥 − 4)(𝑥2 − 1) = 0 ⇔ 𝑥 = 4 ή 𝑥 = ±1 

Όμως 𝑥 > 1 άρα η 𝑥 = 4 είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού f συνεχής τότε θα είναι συνεχής και στο 2, δηλαδή 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 𝑓(2) 

Όμως 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆) = 𝑒𝜆 

και 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

(−𝑥2 + 4𝑥 − 3 + 𝜆) = −4 + 8 − 3 + 𝜆 = 𝜆 + 1 

και 

𝑓(2) = 𝜆 + 1 

Άρα  𝑒𝜆 = 𝜆 + 1  (1) . 

Από εφαρμογή του σχολικού βιβλίου, ισχύει ότι 𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ με την ισότητα να 

ισχύει μόνο για 𝑥 = 0. 

 

Άρα η (1) έχει μοναδική λύση την 𝜆 = 0. 

 

Γ2. Για 𝜆 = 0 είναι 

𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 + 5, 0 ≤ 𝑥 < 2

−𝑥2 + 4𝑥 − 3, 𝑥 ≥ 2
 

Για 𝑥 ∈ (0,2) η f παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) = −2 < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0,2), οπότε η f είναι 

γνησίως φθίνουσα στο [0,2). 

 

Για 𝑥 > 2 η f παραγωγίσιμη με 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 4 < 0 για κάθε 𝑥 > 2, οπότε η f είναι γνησίως 

φθίνουσα στο [2, +∞). 

 

Αφού f συνεχής στο 2 τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, +∞). 

 

Τέλος η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 0 το 𝑓(0) = 5. 

  

Γ3.  

i) Η f είναι συνεχής στο [0,3]. 

Εξετάζω αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 2. 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2−

−2𝑥 + 5 − 1

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2−

−2𝑥 + 4

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2−

−2(𝑥 − 2)

𝑥 − 2
= −2 

και 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2+

−𝑥2 + 4𝑥 − 3 − 1

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2+

−(𝑥 − 2)2

𝑥 − 2
= 0 
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Άρα η f δεν είναι παραγωγσίσιμη στο 2, οπότε δεν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του 

Θεωρήματος Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού στο [0,3]. 

 

ii) Η ευθεία που διέρχεται από τα 𝛥(0, 𝑓(0)) και 𝛦(3, 𝑓(3)) έχει συντελεστή διεύθυνσης 

𝜆 =
𝑓(3) − 𝑓(0)

3 − 0
= −

5

3
 

Για να είναι η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 στο 𝛤(𝜉, 𝑓(𝜉)) παράλληλη στην ευθεία που 

διέρχεται από τα Δ και Ε, αρκεί 

𝑓′(𝜉) = 𝜆 ⇔ 𝑓′(𝜉) = −
5

3
 

Αν 𝜉 ∈ [0,2): 𝑓′(𝜉) = −
5

3
⇔ −2 = −

5

3
, άτοπο. 

Αν 𝜉 ∈ (2,3) : 𝑓′(𝜉) = −
5

3
⇔ −2𝜉 + 4 = −

5

3
⇔ 𝜉 =

17

6
, δεκτή 

Άρα, η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 στο σημείο 𝛤 (
17

6
𝑓 (

17

6
)) είναι παράλληλη στην ευθεία που 

διέρχεται από τα Δ, Ε. 

 

 

Γ4.  

 

Ισχύει ότι 𝑦′(𝑡) = 0,5 𝜇𝜊𝜈. 𝜇𝜂𝜅𝜊𝜐𝜍/𝑠𝑒𝑐. Έστω 𝑀(2, 𝑦(𝑡)) το κινητό σημείο 

και  
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𝜀𝜑(𝜔(𝑡)) =
𝑦(𝑡)

2
 

 

Παραγωγίζοντας την παραπάνω προκύπτει ότι  

1

𝜎𝜐𝜈2(𝜔(𝑡))
⋅ 𝜔′(𝑡) =

𝑦′(𝑡)

2
⇔
𝜂𝜇2(𝜔(𝑡)) + 𝜎𝜐𝜈2(𝜔(𝑡))

𝜎𝜐𝜈2(𝜔(𝑡))
⋅ 𝜔′(𝑡) =

𝑦′(𝑡)

2
 

⇔ (1 + 𝜀𝜑2(𝜔(𝑡))) ⋅ 𝜔′(𝑡) =
𝑦′(𝑡)

2
 

Έστω 𝑡0 η χρονική στιγμή που το κινητό συναντάει τη 𝐶𝑓 δηλαδή το σημείο (2, 𝑓(2)).  

Για 𝑡 = 𝑡0 ισχύει ότι  

𝜀𝜑(𝜔(𝑡0)) =
𝑓(2)

2
=
1

2
 

και  

(1 + (
1

2
)
2

) ⋅ 𝜔′(𝑡0) =
0,5

2
⇔
5

4
⋅ 𝜔′(𝑡0) =

1

4
⇔ 𝜔′(𝑡0) =

1

5
𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. Η  f είναι συνεχής στο (0,+∞) ως  πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη 

  με: 

𝑓′(𝑥) =
(ln 𝑥 + 𝑎𝑥)′ ∙ 𝑥 − (ln 𝑥 + 𝑎𝑥) ∙ (𝑥)′

𝑥2
= 
(
1
𝑥
+ 𝑎) ∙ 𝑥 − (ln 𝑥 + 𝑎𝑥)

𝑥2
 

=  
1 + 𝑎𝑥 − ln 𝑥 − 𝑎𝑥

𝑥2
= 
1 − ln 𝑥

𝑥2
 

  Για κάθε 𝑥 > 0 λύνω: 

 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑒 

 𝑓′(𝑥) > 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 𝑒 

 𝑓′(𝑥) < 0 ⇔ 𝑥 > 𝑒 

 

Το πρόσημο της 𝑓′, η μονοτονία και τα ακρότατα της 𝑓 φαίνονται στον ακόλουθο 

πίνακα: 
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  H 𝑓 παρουσιάζει μέγιστο στο e, το  

𝑓(𝑒) =
1 + 𝑎𝑒

𝑒
 

Από το σύνολο τιμών παρατηρούμε ότι η μέγιστη τιμή της 𝑓 είναι το  

1 +
1

𝑒
 

δηλαδή 

𝑓(𝑒) = 1 +
1

𝑒
 ⇔ 

1 + 𝑎 ∙ 𝑒

𝑒
= 1 +

1

𝑒
⇔  

1

𝑒
+ 𝑎 =  1 +

1

𝑒
⇔ 𝑎 = 1  

 

Δ2. Στο 𝛥1 = (0, 𝑒] η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής οπότε  

𝑓(𝛥1) = ( lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) , 𝑓(𝑒)] = (−∞, 1 +
1

𝑒
] 

διότι  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

[
1

𝑥
⋅ (𝑙𝑛𝑥 + 1)] = (+∞) ⋅ (−∞) = −∞ 

 

Στο 𝛥2 = [𝑒,+∞) η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής οπότε  

𝑓(𝛥2) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , 𝑓(𝑒)] = (1,1 +
1

𝑒
] 

διότι 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥 + 𝑥

𝑥
=

𝐷.𝐿.𝐻.

(
∞
∞
)

lim
𝑥→+∞

1
𝑥
+ 1

1
= 1 

 

Αφού 0 ∉ 𝑓(𝛥2) η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 είναι αδύνατη στο 𝛥2.  

Αφού 0 ∈ 𝑓(𝛥1) τότε η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα 𝑥0 ∈ 𝛥1 η οποία 

είναι μοναδική αφού f  γνησίως αύξουσα στο 𝛥1. 

 

Είναι 

𝑓 (
1

2
) =

ln
1
2
+
1
2

1
2

=  

−2 ln 2 + 1
2
1
2

= −2 ln 2 + 1 < 0 

και 

𝑓(1) = 1 

Αφού  

−2 ln 2 + 1 < 0 < 1 ⟺ 𝑓 (
1

2
) < 𝑓(𝑥0) < 𝑓(1)

𝑓 ↗
⇔ 
1

2
< 𝑥0 < 1 
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Δ3.  

i) Παρατηρούμε ότι η 𝑥2 = 4 είναι προφανής λύση και αφού 𝑓 γνησίως φθίνουσα, 

άρα και 1 − 1 στο 𝛥2 η 𝑥2 είναι μοναδική λύση στο 𝛥2.  

 

Επίσης 

𝑓(4) =
𝑙𝑛4 + 4

4
=
2𝑙𝑛2 + 4

4
=
𝑙𝑛2 + 2

2
= 𝑓(2) 

Οπότε το 𝑥 = 2 είναι λύση της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 𝑓(4) και είναι μοναδική στο 

𝛥1 αφού 𝑓 γνησίως αύξουσα στο 𝛥1. 

 

ii)  

2𝑥 ≤ 𝑥2
lnx ↗
⇔  ln 2𝑥 ≤ ln 𝑥2⟺ 𝑥𝑙𝑛2 ≤ 2𝑙𝑛𝑥

𝑥>0
⇔ 
𝑙𝑛2

2
≤
𝑙𝑛𝑥

𝑥
⟺ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(2) 

Για 𝑥 ∈ (0, 𝑒]: 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(2)
f ↗
⇔𝑥 ≥ 2 

Άρα 𝑥 ∈ (2, 𝑒]. 

 

Για 𝑥 ∈ [𝑒,+∞): 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(4)
f ↘
⇔𝑥 ≤ 4 

Άρα 𝑥 ∈ [𝑒, 4]. 

 

Οπότε η ανίσωση αληθεύει για κάθε 𝑥 ∈ [2,4]. 

 

Δ4. Για το ζητούμενο εμβαδό ισχύει 

𝛦 = ∫ |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
0

−𝑙𝑛2

= ∫ |𝑓(𝑒𝑥) ∙
1 − 𝑥

𝑒𝑥
| 𝑑𝑥

0

−𝑙𝑛2

= ∫ |𝑒𝑥𝑓(𝑒𝑥) ∙
1 − 𝑥

𝑒2𝑥
| 𝑑𝑥

0

−𝑙𝑛2

 

= ∫ 𝑒𝑥 |𝑓(𝑒𝑥) ∙
1 − 𝑥

𝑒2𝑥
| 𝑑𝑥

0

−𝑙𝑛2

= ∫ 𝑒𝑥 |𝑓(𝑒𝑥) ∙
1 − 𝑙𝑛𝑒𝑥

𝑒2𝑥
| 𝑑𝑥

0

−𝑙𝑛2

 

= ∫ 𝑒𝑥|𝑓(𝑒𝑥) ∙ 𝑓′(𝑒𝑥)|𝑑𝑥
0

−𝑙𝑛2

 

 

Θέτοντας 𝑒𝑥 = 𝑢 ⟺ 𝑥 = 𝑙𝑛𝑢 έχουμε ότι 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢. 

Για 𝑥 = −𝑙𝑛2 = ln 2−1 έχω 𝑢 =
1

2
. 

Για 𝑥 = 0 έχω 𝑢 = 1. 
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Άρα  

𝐸 = ∫ |𝑓(𝑢) ∙ 𝑓′(𝑢)|𝑑𝑢
1

1/2

 

Από Δ2 ερώτημα η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα το 𝑥0 ∈ (
1

2
, 1). 

 

Για 

1

2
≤ 𝑥 ≤ 𝑥0

𝑓↗
⇔𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) ⟺ 𝑓(𝑥) ≤ 0 

Για  

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 1
𝑓↗
⇔𝑓(𝑥0) ≤ 𝑓(𝑥) ⟺ 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 

Ισχύει επίσης ότι 𝑓′(𝑢) > 0 για κάθε 𝑢𝜖 [
1

2
, 1] από Δ1. 

 

Οπότε 

𝐸 = −∫ 𝑓(𝑢) ∙ 𝑓′(𝑢)𝑑𝑢
𝑥0

1
2

+∫ 𝑓(𝑢) ∙ 𝑓′(𝑢)𝑑𝑢
1

𝑥0

= −[
𝑓2(𝑢)

2
]
1
2

𝑥0

+ [
𝑓2(𝑢)

2
]
𝑥0

1

 

= −
𝑓2(𝑥0)

2
+
𝑓2 (

1
2)

2
+
𝑓2(1)

2
−
𝑓2(𝑥0)

2
=
(2 ln

1
2
+ 1)

2

2
+
1

2
 

=
(−2𝑙𝑛2 + 1)2

2
+
1

2
 𝜏. 𝜇 

 


